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1 Analyse der Rang-Grofien-Verteilung urbaner Agglomerationen

Von einem physikalischen Standpunkt aus lassen sich urbane Agglomerationen, wie Stidte mit
den sie umgebenden Satellitensiedlungen, Gewerbegiirtel oder Ballungsgebiete, als eine besondere
Art von Clustern auf einer zweidimensionalen Oberfliche interpretieren. In einer Schwarz-Weif3-
Rasterung werden diese Cluster durch die bebaute Fliache abgebildet (schwarzer Pixel = bebaute
Flécheneinheit, weier Pixel = unbebaute Fléicheneinheit), wobei die unterschiedliche Bebauung
(ein Hochhaus im Gegensatz zu einer Garage) zunichst einmal unberiicksichtigt bleibt. Aus der-
artigen “Schwarzpldnen” werden dann einer quantitativen Analyse die strukturellen Eigenschaften
der urbanen Cluster ermittelt.

Urbane Aggregate stellen in der Regel keine zusammenhéngende Struktur dar, sondern werden
aus sehr vielen einzelnen Clusern unterschiedlicher Grofie gebildet. Durch eine Clusteranalyse er-
gibt sich die Moglichkeit, diese Zusammensetzung festzustellen. Anschlielend werden die Cluster
entsprechend ihrer Grofie nach Réngen sortiert (der grofite Cluster erhilt Rang 1 usw.).

In Abb. 1 ist fiir (a) Berlin und (b) Miinchen die Zeitentwicklung der Groéfenverteilung zusam-
menhéngender Bebauungsflichen (Cluster) iiber dem Rang in doppelt-logarithmischer Auftragung
dargestellt.

Abb. 1 zeigt, insbesondere fiir die Entwicklung Berlins, daf} sich die Rang-Groflen-Verteilung mit der
Zeit, also mit zunehmender Ausdifferenzierung des Stadtclusters, einem Potenzgesetz néhert, das in
Abb. 1 durch eine Gerade charakterisiert ist [Schweitzer, Steinbrink, 1994, 1997, 1998]. Bezeichnet
man die Grofle des Clusters mit N und seinen Rang mit ¢, dann gilt:

log N(q) =log N(1) + alogq bzw. N(q)=N(1)¢% «a<0 (1)

wobei N(1) die Grofle des Clusters mit dem Rang 1 ist und praktisch als Normierung dient.

"Der Beitrag erschien in der Fassung von 1995.
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Abbildung 1: Zeitentwicklung der Rang-Grofien-Verteilung zusammenhéngender Bebauungsflichen
in doppelt-logarithmischer Darstellung: oben: Berlin (a: 1800, b: 1875, c¢: 1910, d: 1920, e: 1945),
unten: Miinchen (a: 1800, b: 1850, ¢: 1900, d: 1950, e: 1965)

Dieses Potenzgesetz ist auch als PARETO-Verteilung bekannt [Frankhauser, 1991, Giinther, Shapiro,
Wagner, 1992], der Parameter « ist der PARETO-Exponent. Es ist charakteristisch fiir hierarchisch
aufgebaute Systeme; das heifit im vorliegenden Fall, die urbane Struktur wird mit der Zeit hierar-
chisch durch Cluster aller Grolen aufgebaut.

Wenn die Entwicklung urbaner Aggregate so erfolgt, daf§ sich ihre Clusterverteilung mit der Zeit
einer PARETO-Verteilung annéhert, dann kann das Erreichen dieser Verteilung als ein Maf fiir
ein entwickeltes urbanes Aggregat angesehen werden - und im Gegenzug der Abstand von dieser
Verteilung als ein Ma#f fiir die aus struktureller Sicht noch zur Verfiigung stehenden Entwicklungs-

potenzen.

Unsere Untersuchungen haben gezeigt, dafl die PARETO-Exponenten fiir die Bebauungsflachen ver-
schiedener Grofistiadte vergleichbare Werte haben [Schweitzer, Steinbrink, 1997, 1998|. Das heifit,
dal der PARETO-Exponent kénnte, im Rahmen gewisser Fehlerabschétzungen, neben der fraktalen
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Dimension als ein weiteres universales Mafs fiir entwickelte urbane Agglomerationen angesehen wer-
den.

2 Stochastische Beschreibung des Wachstums urbaner Agglome-
rationen

Fiir die physikalische Beschreibung urbaner Agglomerationen fithren wir eine Cluster-Grofien-
Verteilung n ein: n = {ny,nog,...,ng,...,n4}. Hierbei ist n; die GroBe, (also die Zahl schwarzer
Pixel), des Cluster mit der Nummer k, wobei insgesamt A Cluster vorhanden sind (k = 1,..., A).
Die Gesamtzahl aller Pixel ergibt sich durch Aufsummation:

A
Ntot(t) = an (2)
k=1

und wird in einer sich entwickelnden urbanen Aggregation mit der Zeit anwachsen. Anhand der
Analyse Berlins haben wir einen annihernd exponentiellen Zuwachs von der Griinderzeit (1875) bis
1945 festgestellt [Schweitzer, Steinbrink, 1997, 1998].

Die Clusterverteilung n kann durch zwei elementare Prozesse veréindert werden: (1) die Bildung neu-
er Cluster, (2) das Wachstum vorhandener Cluster [Schweitzer, Steinbrink, 1997, 1998]. Prinzipiell
miiiten auch noch das Schrumpfen bzw. das Verschwinden bereits existierender Cluster beriick-
sichtigt werden, allerdings ist die Wahrscheinlichkeit dieser Prozesse bei zunehmendem urbanen
Wachstum relativ klein, so daf} sie hier vernachléssigt werden.

w1

Die Bildung neuer Cluster kann durch die symbolische Reaktion A — A + 1 fiir die Gesamtzahl
A der Cluster ausgedriickt werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Prozef}, wy, wird prinzipiell
vom Gesamtwachstum, Ny (t), der urbanen Agglomeration, abhéngen:

wy = w(A+1,t+ 1A t) = c(Nyor) (3)

Im folgenden wollen wir allerdings eine konstante Wahrscheinlichkeit fiir die Neubildung annehmen:
c = const..

Das Wachstum bereits vorhandener Cluster kann durch die symbolische Reaktion n 2k ng + 1 fiir
die Grofle n des Clusters k ausgedriickt werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir diesen Prozef3, wy, wird
von der bereits vorhandenen Groéfle des Clusters ng und von der existierenden Clusterverteilung
abhingen:

ng
Wy ZW(nk+1,t+1|nk,t) =7 ) Y= 1_C(Nt0t) (4)
tot

N,
Uber die Abhiingigkeit der Wachstumswahrscheinlichkeit von Ny (t) existiert eine globale Kopplung,
das heifit, das Wachstum eines bestimmten Clusters ist nicht unabhéngig von den anderen Clustern
des urbanen Aggregates.
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Uber den Faktor v wird das Verhiltnis zwischen der Bildung neuer und dem Wachstum vorhandener
Cluster bewichtet. Der Wert von v entscheidet dariiber, ob sich das urbane Wachstum vorwiegend
durch Bildung neuer Cluster oder durch Wachstum vorhandener Cluster vollziehen wird.

Da die Entwicklung der urbanen Agglomeration durch eine Vielzahl von Wachstums- und Neu-
bildungsprozessen der Cluster bestimmt wird, die parallel ablaufen konnen, ist das Ergebnis der
Entwicklung nicht eindeutig vorherstimmt. An die Stelle einer deterministischen Beschreibung
muf} daher eine probabilistische Beschreibung treten, die der Offenheit der Zukunft und der einge-
schrankten Vorhersagbarkeit der Entwicklung Rechnung trégt. Die Wahrscheinlichkeitsverteilung
P(n,t) = P(ni,ng,...,nk,...,n4,t) gibt an, mit welcher Wahrscheinlichkeit eine beliebige mogli-
che Verteilung {ni,ns,...,ng,...,na} nach einer bestimmten Zeit angetroffen wird. Die zeitliche
Verénderung dieser Wahrscheinlichkeit wird durch eine Master-Gleichung beschrieben:

OP(n,t
7(81‘/ ) = —Zwk(nk,t)P(nl,...,nk,...,t)
+ Z wr(ng — 1, t)P(ny,...,ngp — 1, ..., 1)
i1
_wl(Avt)P<n17“'7nA7t)
+w1(A_ ].,t)P(TLl,...,?’LA,l,t) (5)

Diese Mastergleichung wird mit Hilfe von Computer—Simulationen gel6st. Eine analytische Losung
fir die Mastergleichung wird gefunden, wenn man die globale Kopplung, ausgedriickt durch Glei-
chung (2), vernachléssigen kann. Dies ist méglich unter der Annahme: 1 < A < Ny, was im we-
sentlichen eine Einschrinkung fiir die Wahrscheinlichkeit der Neubildung von Clustern bedeutet,
die klein genug sein muf}. In diesem Fall 1d8t sich die Mastergleichung zerlegen, und man kann die
mittlere Clustergrofle eines Clusters k zu einer bestimmten Zeit berechnen. Das Resultat [Giinther,
Shapiro, Wagner, 1992]:

(ng(t)) ~ Nyy k=07 (6)

beschreibt eine exponentielle Abhéngigkeit zwischen der Grofie eines Clusters, ng und seiner Num-
mer, k, wie wir sie bereits bei der PARETO-ZIPF-Verteilung, Gl. (1), diskutiert haben, wobei der
PARETO-Exponent o hier o = ¢ — 1 < 0 ist. Das heifit, die Clusterverteilung, deren Anderung
durch die Mastergleichung, Gl. (5), beschrieben wird, entwickelt sich im Mittel so, dafi Cluster aller
Groflen vorkommen, die den Siedlungskorper, das urbane Aggregat, hierarchisch zusammensetzen.

Dabei wird die Steilheit der PARETO-ZIPF-Verteilung wesentlich von der Wahrscheinlichkeit fiir die
Neubildung von Clustern bestimmt. Je kleiner ¢ ist, um so steiler wird die Verteilung, was auf eine
starkere Hierarchisierung schlieen 148t, wobei das Wachstum des grofiten Clusters die Hauptrolle
spielen wird.
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3 Computersimulation der Rang-Groéflen-Verteilung urbaner Ag-
glomerationen

Die Mastergleichung (5) wird durch eine stochastische Simulation des urbanen Wachstums gelost.
Wihrend der Simulation miissen, zusétzlich zu den globalen Kopplungen, auch lokale Wechselwir-
kungen zwischen den Clustern beriicksichtigt werden; das heiflt, die Cluster kénnen mit Nachbar-
clustern zusammenwachsen - ein Effekt, der in der Physik als Koagulation bezeichnet wird. Dieser
Effekt kann im Spétstadium der urbanen Entwicklung sehr schnell zu einem vollkommen zusam-
menhéngenden Cluster fithren (Perkolation), falls sich das Wachstum aller Cluster ungehindert
nach Gl (4) vollzieht.

Eine solche Entwicklung urbaner Aggregate ist aber empirisch kaum festgestellt worden. Statt
dessen findet man selbst bei groflen Agglomerationen immer noch separate Cluster, das heifit, daf} in
unserem Modell die angegebenen Wachstumswahrscheinlichkeiten im Spétstadium der Entwicklung
zumindest fiir Cluster mit niedrigen Réngen modifiziert werden miissen.

Unsere Computersimulationen haben gezeigt, dafl zwei unterschiedliche kinetische Regimes fiir die
Entwicklung urbaner Agglomerationen existieren:

(i) ein Frithstadium, in dem die Wachstums- und Neubildungsprozesse aller Cluster entsprechend

Gl. (3, 4) ablaufen,

(ii) ein Spétstadium, in dem das eigenstéindige Wachstum des grofiten Clusters (Rang 1) aus-
gebremst wird und statt dessen Koagulationsprozesse dominieren. Kleinere Cluster wachsen
allerdings weiter entsprechend Gl. (4)

Als reales Beispiel wurde die Entwicklung der Rang-Grofien-Verteilung einer urbanen Agglomerati-
on im Spétstadium simuliert [Schweitzer, Steinbrink, 1997, 1998]. Als Ausgangszustand diente uns
der urbane Cluster Berlin (1910). Simuliert wurde die Entwicklung Berlins von 1910 bis 1945.

Unsere Simulationen zeigen, dal die PARETO-Verteilung fiir den Ballungsraum Berlin tatséchlich
reproduziert werden, wenn man annnimmt, dafl der Cluster vom Rang 1 nicht mehr selbst wéchst,
sondern nur noch durch Koagulation mit anderen Clustern, wihrend die Cluster ab Rang 2 pro-
portional ihrer bisherigen Grofie wachsen (Abb. 2).

Allerdings wird im Rahmen dieses Modells keine Aussage dariiber gegeben, warum und wann der
grofite Cluster sein eigenstéindiges Wachstum ausbremst; wann also der Ubergang zwischen Stadium
(i) und (ii) erfolgt. Eine Erkldrung dafiir liefert ein Modell, daf auf riickgekoppelten Reaktions-
Diffusions-Gleichungen basiert und daf} die Kinetik der urbanen Entwicklung detaillierter beschrei-
ben kann [Schweitzer, Steinbrink, 1997]

Die Ubereinstimmung zwischen der Computersimulation und der realen Rang-GrofBen-Verteilung
besagt, dafl die Entwicklung der Grofienverteilung der verschiedenen Cluster richtig beschrieben
wurde. Damit ist allerdings nur eine Aussage dariiber gegeben, um welchen Betrag ein Cluster
einer bestimmten Groéfle wiahrend dieses Zeitintervalls wichst, unabhéngig von seinem konkreten
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Abbildung 2: oben: Simulation der Rang-Grofien-Verteilung der Cluster (Berlin 1910 - 1945), unten:

Simulierte raumliche Verteilung der Cluster (Berlin 1945), Schwarz: Ausgangszustand (Berlin 1910),
Grau: Simulierte Zuwachsflachen

Platz im realen urbanen Cluster Berlin. Die Simulation ist nicht in der Lage, die reale riumliche

Verteilung der Cluster fiir den Raum Berlin zu reproduzieren, weil in die kinetischen Annahmen
keine Ortskoordinaten eingehen.

Das vorgestellte Modell erlaubt es auch, Zukunftsprognosen fiir die Entwicklung urbaner Agglome-
rate aufzustellen, Als ein Beispiel haben wir die Entwicklung der koreanischen Grofistadt Daegu
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von 1988 bis 2010 simuliert (Abb. 3)[Schweitzer, Steinbrink, 1997, 1998].
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Abbildung 3: links: Simulation der Rang-Grofien-Verteilung der Cluster (Daegu 1988 - 2010),
rechts: Simulierte rdumliche Verteilung der Cluster (Daegu 2010), Schwarz: Ausgangszustand (Da-
egy 1988), Grau: Simulierte Zuwachsfldchen

Die Simulation der Rang-Groflen-Verteilung zeigt auch fiir das Beispiel Daegu sehr deutlich, daf
sich in Zukunft eine Annéherung an die charakteristische Pareto-Verteilung vollziehen kénnte. Diese
Entwicklung geht auf der rdumlichen Ebene einher mit einem im Vergleich zum Zentralcluster
iiberproportionalen Ausbau der bisher unterentwickelten Vorstéddte in der Region Daegu, wodurch
die Hierarchie der verschiedenen Cluster aufgefiillt wird.
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